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边坡稳定分析三维极限平衡条柱间力的讨论 
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摘  要：根据在自重作用下潜在滑体在斜面上运动的规律，提出条柱底滑面上抗滑力方向垂直于底滑面与水平面交线的假定，

并引用条间抗剪强度发挥系数的概念，运用各条柱的 3 个方向力的平衡和边坡整体 3 个方向的力矩平衡，提出了一种计算边

坡稳定性的三维极限平衡方法，通过对算例的计算结果分析发现：当忽略条柱间全部剪力作用时，得到的安全系数与二维

Spencer 法计算结果相近；考虑部分条柱间剪力作用时，得到的安全系数与文献[5]计算结果相近；当考虑条柱间横向剪力对

边坡稳定性的贡献时，即考虑条柱间全部作用力，得到的安全系数最高，这种假定更能反映边坡实际受力情况，因此，所得

的结果更接近于实际。 
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Discussion on force between columns of three-dimensional  
limit equilibrium for slope stability analysis 
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Abstract: Based on the movement law of the potential sliding body sliding in the inclined plane by dead weight effect, the 
assumption that the direction of the anti-sliding force is perpendicular to the intersecting line of the sliding surface and the horizontal 
plane are proposed. Citing a concept of played factor of inter-slice shear strength, a three-dimensional limit equilibrium method for 
calculating slope stability are proposed using force equilibrium of each pillar and moment equilibrium of the whole slope body in 
three directions. Through case study, when all the shear forces among columns are neglected, the safety factor is similar to the result 
of two-dimensional Spencer method. If considering part of the shear forces among columns, the safety factor is similar to the result of 
the reference [5]. If considering all the forces among the columns including the contribution of transverse shear force on the slope 
stability, the safety factor is the highest; this assumption can reflect actual conditions of slope better and the results are closer to 
reality. 
Key words: slope stability analysis; limit equilibrium; three-dimensional analysis; direction of anti-sliding force; played factor of 
strength 
 

1  引  言 

边坡稳定性评价在岩土工程中是一个常见的问

题，随着我国经济的发展，全国各地大兴土木，边

坡稳定性问题日益突出，能否合理评价边坡稳定性，

是许多工程安全性的关键所在。在边坡稳定性的研

究领域里，许多学者采用了不同的方法对边坡稳定

性进行了评价，如：极限平衡法、有限元法、极限

分析法等。目前最常用的研究手段是二维极限平衡

法，且许多方法已在工程中应用。但由于边坡失稳

在现实中是一个三维问题，越来越多的边坡工程提

出了建立合理的三维边坡稳定分析的极限平衡方法 
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要求。许多学者已经在二维极限平衡方法的研究的

基础上提出了三维边坡稳定性分析方法，并取得了

一定的成就。Duncan[1]曾经列表总结了 20 篇文献资

料，分别指出了各方法的适用情况及其存在的局限

性。前人研究的边坡稳定分析三维极限平衡方法，

都是在二维极限平衡法研究经验的基础上发展起来

的，例如 Hun 等[2]提出了一套计算边坡稳定性安全

系数的三维极限平衡方法，该方法是在简化 Bishop
法的基础上建立的。Zhang Xing[3]假定滑动面为对

称椭球面，将二维的 Spencer[4]法扩展到三维。在国

内，陈祖煜等[5]总结了历年来各种三维极限平衡方

法，并在此基础上提出了滑坡体在 3 个方向满足力

平衡条件，在一个方向满足整体力矩平衡条件的三

维极限平衡方法，将二维 Spencer 法扩展到三维。

冯树仁等[6]提出了一种满足部分方向整体力平衡的

三维极限平衡分析法，可看作是二维简化 Janbu 法

在三维条件下的推广。张均锋等 [7－8]将二维严格

Janbu 法和 Spencer 法拓展到三维的分析方法。朱大

勇[9]等建立了除绕铅垂方向的力矩平衡之外的、能

满足 5 个平衡条件的准严格的三维极限平衡法。郑

宏[10]取整个滑体为受力体提出了满足所有 6 个平衡

条件的严格三维极限平衡法。陈胜宏等[11]采用剩余

推力法原理，建立了一种三维边坡稳定分析方法。

李同录等[12]、曾进群等[13]、姜清辉等[14]、杜建成

等[15]、顾晓强等[16]也对三维极限平衡法作了研究。

总结现今提出的三维极限平衡方法，都是通过对条

块间力的假设使问题静定可解。但正是由于存在着

各种假设，使各种方法都有其局限性。 
本文在总结已有的边坡稳定分析三维极限平衡

方法的特点及局限性的基础上，提出了一种评价边

坡稳定性的三维极限平衡方法。该方法通过引入条

柱侧面横向抗剪强度平均发挥系数 1 和竖向抗剪

强度平均发挥系数 2 ，并根据在自重作用下潜在滑

体在斜面上运动的规律，假定各条柱底滑面上的抗

滑力方向垂直于底滑面与水平面的交线，采用垂直

条分的方式，将边坡离散成 m 行 n 列的条柱，对每

个条柱建立静力平衡方程求得条柱底面的法向力，

然后通过整体的弯矩平衡方程来求解边坡的安全系

数。 

2  三维极限平衡计算方法 

2.1  计算模型的建立 
对边坡稳定性评价一个重要的指标是边坡稳定

安全系数，目前对安全系数的定义大致有两种，一

种是基于强度折减的思想算出的边坡处于极限状态

下对应的强度折减系数；另一种是基于超载思想算

出的边坡处于极限状态下对应的超载系数。由于边

坡失稳往往表现为岩土体的抗剪强度的降低，为更

好地对边坡稳定状态进行评价，因此，本文对安全

系数的定义取强度折减系数。定义为：当滑面上的

抗剪强度指标 tan 和 c 同时除以折减系数F 时，滑

面上处处达到极限平衡，则定义折减系数F 为边坡

稳定安全系数。设折减后的强度指标分别为 etan
和 ec 。 

建立如图 1 所示的坐标系，取 X 轴水平面上，

正方向与边坡体倾向相同，Z 轴正方向与重力方向

相反，Y 轴正方向由右手法则确定。用一组平行

XOZ 面（列界面）和一组平行YOZ 面（行界面）

去切分坡体成具有垂直界面的条柱。各条柱受力如

图 2 所示，且定义面 1 1AA D D 为左侧面，面 1 1BB C C
为右侧面，面 1 1ABB A 为前侧面，面 1 1CDD C 为后侧

面，图中 lyE 、 ryE 分别是条柱左右侧面上的法向力，

fxE 、 bxE 分别是条柱前后侧面上的法向力， lxH 、rxi 、

fyH 、 byH 分别是作用于侧面上的横向剪切力， lzV 、

rzV 、 fzV 、 bzV 分别是作用在条柱侧面上的竖向剪切

力，N 为作用在底滑面上的法向力，U 为底滑面处

的孔隙水压力，S 为作用在底滑面上的剪切力，W
为条柱自重，并作如下假定： 

（1）作用在条柱侧面的横向剪力 lyE 、 ryE 、 fzH 、

bzH 和 lzV 、 rzV 、 fzV 、 bzV 与各自侧面法向力有如下

关系： 

l 1 l l

r 1 r r

f 1 f f

b 1 b b

l 2 l r

r 2 r r

f 2 f f

b 2 b b

( tan )

( tan )

( tan )

( tan )   

( tan )

( tan )

( tan )

( tan )

i x i i y

i y i i y

i y i i x

i y i i x

i z i i y

i z i i y

i z i i x

i z i i x

H cA E

H cA E

H cA E

H cA E

V cA E

V cA E

V cA E

V cA E

 

 

 

 

 

 

 

 

  


  

 

  


  


  

 


  

      （1） 

式中： 1 为条柱侧横向抗剪强度发挥系数； 2 为条

柱侧面竖向抗剪强度发挥系数； c 和 分别是潜在

滑体土黏聚力和内摩擦角； liA 、 riA 、 fiA 、 biA 分

别是条柱左、右、前、后侧面面积。 
（2）条块底滑面由平面拟合，底滑面的法向由

拟合的平面法向替代，滑面上的力作用点为底滑面

的几何中心C （ cx ， cy ， cz ）。 
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图 1  坡体划分示意图 

Fig.1  Sketch of slope division 

 

 
图 2  条柱受力情况 

Fig.2  Forces on a single column 
 

（3）空间两平面间存在两种关系相交和平行，

因此，各条柱底滑面与水平面（ XOY 平面）必有交

线 L（两面平行时交线在无穷远处），根据运动学观

点：物体在自重作用下沿斜面下滑时，运动方向垂

直于斜面与水平面的交线，因此，本文假定各条柱

的底滑面上的抗滑力 S 的方向垂直于滑面与 XOZ
平面的交线 L 。底滑面与 XOZ 平面的夹角为 ，当

底滑面倾向与 X 轴正向夹角为锐角时， 取正值，

交线 L 与 X 轴的夹角为  ，规定抗滑力 S 在 XOZ
平面上的投影在 X 轴上的分量为正时，  为正值，

如图 3 所示。 
 

 
图 3  抗滑力的方向 

Fig.3  Direction of anti-sliding force 

若滑面位置确定，则滑面与 XOY 平面的夹角

 和交线与 X 轴的夹角  已知，因此，有 

cos sin
cos cos   

sin

ix i i i

iy i i i

iz i i

S S
S S

S S

 

 






 


 

         （2） 

            
sin sin
sin cos   

cos

ix i i i

iy i i i

iz i i

N N
N N

N N

 

 






 


 

         （3） 

并假定当底滑面与 XOY 平面平行时， 0  ，

  0。 
2.2  建立静力平衡方程 

本文在安全系数求解过程中未考虑地震力和外

部荷载的作用，在实际应用中，地震力和外部荷载

已知，可直接加到平衡方程中去，文中只考虑均质

边坡在自重作用下建立静力平衡。 
静力平衡建立如下： 

（1）分析作用在条柱 i 上的作用力，求其 X 轴

上力的平衡有 

b f r l( ) ( ) 0i x i x i x i x ix ixE E H H S N         （4） 

（2）分析作用在条柱 i 上的作用力，求其Y 轴

上力的平衡有 

l r f b( ) ( ) 0i y i y i y i y iy iyE E H H S N         （5） 

（3）分析作用在条柱 i 上的作用力，求其Z 轴

上力的平衡有 

l r f b( ) ( ) 0i z i z i z i z iz iz iV V V V S N W         （6） 

由式（1）可得， 

r l

1 r l r l

f b

1 f b f b

lr l r

2 l r l r

fb f b

2 f b f b

[ ( ) tan ( )]

[ ( ) tan ( )]

[ ( ) tan ( )]

[ ( ) tan ( )]    

ix i x i x

i i i y i y

iy i y i y

i i i x i x

i z i z i z

i i i y i y

i z i z i z

i i i x i x

H H H
c A A E E

H H H

c A A E E
V V V

c A A E E

V V V
c A A E E

 

 

 

 

    


   
    
   


    
   

   

   





  （7） 

若假定条柱各左右侧面面积相等，前后侧面面

积相等，且设 f bix i x i xE E E   ， f biy i y i yE E E   ，

则式（7）可写为 

Z 

O 
X 

L 

 

S 
N 

U 
 

Y 

底滑面 
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B1 
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B N 

o 

L 

A 

 

 

Vlz 

Ely Hlx 
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1

1

2lr 2

  fb 2

tan

tan

tan   

tan

ix iy

iy ix

i z iy

i z ix

H E
H E

V E
V E

 

 

 

 

   


   


   
   

         （8） 

将式（8）代入式（4）～（6）有 

1 tan 0ix iy ix ixE E S N            （9） 

        1 tan 0iy ix iy iyE E S N           （10） 

     2 tan ( ) 0ix iy iz iz iE E S N W           （11） 

由式（9）～（11）得， 

1

2

1 tan
( ) 0

tan i iz iz ix ix iy iyW S N S N S N 
 


        

（12） 
由摩尔-库仑定律有 

e e( ) tani i i iS c A N U           （13） 

式中： iA 为各条柱底滑面面积。 
将式（2）、（3）、（13）代入式（12）得， 

e i i i
i

Bc A DU KWN
A

 
        （14） 

式中： 1

2

1 tan
tan

K  
 


 ； sin sin sini i iA       

cos i  etan cos i sin i  etan cos i cos i K    

etan sin cosi iK   ； sin cos cos cosi i i iB K        

sin i ； e e etan sin tan cos cos tani i iD K           

cos sini i  。 
根据假定（2），并绕 X、Y 和 Z 轴分别建立力矩平

衡方程 

[( ) ( ) ] 0

[( ) ( ) ] 0 

[( ) ( ) ] 0

x iz iz i ic iy iy ic

y iz iz i ic ix ix ic

z ix ix ic iy iy ic

M S N W y S N z

M S N W x N S z

M N S y S N x

     
      


     







 

（15） 
将式（14）代入式（15）得到关于未知数 F 和

抗剪力发挥系数 1 、 2 的 3 个方程式，未知数个数

与方程数相等。 
2.3  应用 Newton-Rapson 法迭代求解安全系数 

假定 F 和 1 、 2 的初值 0F 和 0
1 、 0

2 ，得到一

个非零的 xM 、 yM 和 zM ，使 xM 、

yM 和 zM 接近于 0 的 1F 和 1
1 、 1

2 可用下式

求得： 

1

2

1

1
1 1 1

1
2 2 2

/

/

/   

i i F

i i

i i

F F F K D

K D

K D



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  







    
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
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      （16） 

式中： 

1 2

1 2

1 2

x x x

y y y

z z z

M M M
F

M M M
D

F
M M M
F

 

 

 

  
  
  


  

  
  

 

1 2

1 2

1 2

x x
x

y y
F y

z z
z

M MM

M M
K M

M MM

 

 

 

 


 
 

 
 

 


 

 

1

2

2

2

x x
x

y y
y

z z
z

M MM
F

M M
K M

F
M MM
F









 


 
 

 
 

 


 

 

2

1

1

1

x x
x

y y
y

z z
z

M M M
F

M M
K M

F
M M M
F









 


 
 

 
 

 


 

 

通过以上迭代，求得安全系数 F，在计算中可

根据需要设置精度，文中要求 F 和 1 、 2 均

小于 0.001。 
2.4  对 1 、 2 讨论 

对于均质边坡，若 1 1/ F  （或 2 1/ F  ），

则说明条柱的侧面抗剪强度发挥得比底滑面上还要

充分，说明边坡破坏是从侧面开裂，潜在滑体不是

整体下滑；若 1 1/ F ≤ （或 2 1/ F ≤ ）则说明条柱

侧面抗剪强度发挥得没有底滑面上充分，说明边坡

破坏是从底滑面开始，潜在滑体整体下滑。 
若 1 0  ， 2 0  ，即假定各条柱侧面横向剪切

力为 0，与文[5]假定类似，可以看作是二维 Spencer
法扩展到三维；若 1 0  ， 2 0  ，即假定各条柱侧
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面竖向剪切力为 0，与文[6]假定类似，可以看作是

二维 Janbu 法扩展到三维；若 1 0  ， 2 0  ，即假

定各条柱侧面剪切力为 0，与三维简化 Bishop 法假

定类似。 

3  算例分析 

本文以文献[4]的一算例为例采用本文提出的

算法进行边坡安全稳定系数计算。例题如下：一无

水均质土坡，坡高为 12 m，坡比为 1: 2，假定其滑

裂面为一旋转椭球面，如图 4 所示，其方程为 

2 2 2

2 2 2

( 13.4) ( 60) ( 27) 1
24.4 48 24.4

x y z  
      （17） 

潜在滑体土的重度为 18.8 kN/m3，黏聚力 c 为

29 kPa，内摩擦角为 20°。 

 

 
图 4  椭球体滑面算例 

Fig.4  An illustrative example with an ellipsoid  
failure surface 

 

本文分别采用了 3 种条间力的假定对边坡的安

全系数进行计算，计算结果如下表 1。 

1 0  ， 2 0  （假定（1））即忽略掉所有条间

剪力的作用，这种假定可以看作二维 Bishop 法在三

维上的扩展。 1 0  ， 2 0  （假定（2））即假定各

条柱侧面横向剪切力为 0，这种假定可以看作二维

Spencer 法在三维上的扩展。 1 0  ， 2 0  （假定

（3））这种假定全面考虑了条间力对边坡稳定的贡

献，相比上面两种假定更合实际。 

 
表 1  不同算法的安全系数 

Table 1  Safety factors by different methods 

算法 假定 1 2 F 

（1） 0.00 0.00 2.017 
（2） 0.00 0.38 2.201 文中算法 

（3） 0.32 0.30 2.243 
Spencer 法 二维计算方法 2.073 
文献[4]算法 条柱间作用力平行于列界面 2.122 
文献[5]算法 忽略条柱间横向剪力 2.187 

分析 3 种假定计算结果可以看出，假定（1）的

结果明显小于其他两种假定所得的结果，即当不考

虑条柱侧面剪切力时所得到的安全系数偏小。当只

考虑条柱间的竖向剪力时（假定（2））比假定（1）
安全系数增大了 9.1%，而考虑条柱间的全部作用力

时（假定（3））得到的安全系数比假定（2）安全

系数只增大了 1.9%，说明该边坡条柱间的横向剪切

力对边坡的整体稳定贡献不如竖向剪力大。计算获

得的 1 1/ F  、 2 1/ F  ，说明本算例边坡整体性

较好。分析 3 种假定计算结果，当 1 0  ， 2 0  时，

得到的安全系数为 2.017，与二维 Spencer 法算得结

果很相近；当 1 0  ， 2 0  时得到的安全系数为

2.201，与文献[5]算法相近；当 1 0  ， 2 0  时得

到的安全系数为 2.243，所得的安全系比文献[4－5]
计算结果大，主要由于考虑了横向剪力边坡稳定性

的贡献。假定 1 0  ， 2 0  的受力情况更能反映边

坡实际受力情况，其算得的结果更接近于实际。 
为了验证本文方法的合理性，还将用 Spencer[3]

法、文献[4]算法和文献[5]算法得到的结果与本文方

法算得的结果比较，对比结果可以发现，三维极限

平衡法算得的安全系数比二维极限平衡法算得的安

全系数要大，而假定（1）不考虑边坡侧向剪切力作

用时得到的安全系数为 2.017，与二维极限平衡法得

到的安全系数相近，假定（2）不考虑条柱横向剪

切力的作用时得到的安全系数为 2.201，与文献[5]
的结果很相近，在考虑条柱间全部剪力作用时（假

定（3））得到的安全系数为 2.243，比文献[4－5]算
得的安全系数大，这种算法考虑了条柱间横向剪力

对边坡稳定性的贡献。 

4  结  论 

（1）本文计算边坡稳定安全系数的三维极限平

衡方法相比其他的三维极限平衡方法，在对条柱间

作用力假定上，有以下两点不同之处：①假定边坡

底滑面上的抗剪力方向垂直于底滑面与平面的交

线，这种假定是在进行条柱划分时，不需要预先确

定潜在滑体的主滑方向，这与实际情况相符；②在

对条柱侧面力假定时，引入了条间剪力发挥系数的

概念，这一假定充分考虑到条间全部作用力对边坡

稳定的影响，算得的安全系数更接近实际。 
（2）本文在求解安全系数时，满足了各条柱 3

个方向上的力的平衡及整体方向上 3 个力矩的平

衡。这相比一些只满足部分力和力矩平衡的计算方

法，其力学平衡条件更加严格。 
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（3）通过算例计算，将本文计算方法的结果与

前人的计算方法算得的结果，较相近，说明本文计

算方法正确。 
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